Curso 20202021 Grupo A

PROGRAMA DE ALGEBRA

1 PRELIMINARES

Propiedades algebraicas del cuerpo de los niimeros reales.
Propiedades algebraicas del cuerpo de los ntimeros complejos.
Teorema fundamental del algebra. Factorizacién de polinomios.
Sistemas de ecuaciones lineales. Método de eliminacién de Gauss.

Matrices. Matriz transpuesta. Suma de matrices. Producto de un escalar por una matriz.
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Producto de matrices. Matriz inversa.
2 ESPACIOS VECTORIALES

Definicién y ejemplos de espacio vectorial. Combinaciones lineales.
Subespacios. Subespacio generado por un conjunto de vectores. Intersecciéon y suma de subespacios.
Dependencia e independencia lineal.

Bases. Dimensién. Coordenadas. Cambio de base.
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Suma directa de subespacios. Bases adaptadas a una suma directa.

6. Operaciones elementales en una familia ordenada de vectores.
3 APLICACIONES LINEALES, MATRICES Y DETERMINANTES

Definicién y propiedades elementales de las aplicaciones lineales.
Nrtcleo e imagen de una aplicacién lineal.
Aplicaciones lineales inyectivas, suprayectivas y biyectivas.

Matriz de una aplicacién lineal. Cambio de bases.

A o

El grupo de permutaciones.

6. Determinantes.
4 VALORES Y VECTORES PROPIOS

1. Valores y vectores propios. Teorema de independencia lineal.
2. Polinomio caracteristico.
3. Subespacios propios. Multiplicidad algebraica y geométrica. Diagonalizacion.

4. Subespacios invariantes. Diagonalizacién por bloques.
5 PRODUCTO ESCALAR

Producto escalar. Norma. Distancia.
Identidad del paralelogramo. Polarizacion. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Desigualdad triangular.
Expresién del producto escalar en una base. Cambio de base.

Ortogonalidad. Bases ortonormales. Método de Gram-Schmidt.

A

Proyeccién ortogonal.



6 APLICACIONES LINEALES ENTRE ESPACIOS CON PRODUCTO ESCALAR

1. Adjunta de una aplicacién lineal. Propiedades elementales. Representacién matricial.
2. Operadores normales. Diagonalizacion de operadores normales.
3. Operadores autoadjuntos y unitarios en espacios vectoriales complejos.

4. Operadores simétricos y ortogonales en espacios vectoriales reales. Rotaciones.
7 FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

Formas bilineales y cuadréticas en espacios reales. Representacion matricial. Cambio de base.
Reduccién de formas cuadraticas a suma de cuadrados. Ley de inercia.
Formas cuadraticas reales factorizables.

Formas cuadraticas definidas positivas. Criterio de Sylvester.
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Curvas de segundo grado.
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EJERCICIOS

TEMA 1

1 Exprese los siguientes niimeros complejos en la forma a+bi: (a) (2+3i)+(441); (b) (2+31)(4+1); (c) (2+31)/(4+1);
(d) (2 + 3i)3; (e) 330 —i19)/(2i — 1); () (1 +1)2®.

2 Calcule todos los valores de (—8)'/? y de 8'/3.
3 Resuelva la ecuacién z% + 22 + 1

. 43+yi _ :
4 Halle los ntimeros reales x e y tales que ==% = 4 4 3i.

5 Halle el valor del nimero real a para que el cociente z = 34123‘111 sea real, y calcule z para dicho valor de a.

6 Factorice los siguientes polinomios sobre el cuerpo de los ntimeros complejos: (a) p(z) = 223 — 1222 + 22z — 12;
(b) p(z) = 52° — 502* + 10523; (c) p(z) = 32° — 3923 + 108z; (d) p(z) = 2* — 423 4+ 622 — 4z + 1; (e) p(z) = 322 + 12;
(f) p(z) = 523 + 10122 — 10z; (h) p(z) = —23 + 322 + 132 — 15; (i) p(z) = 2* — 423 + 162 — 16.

7 Un alumno se despierta al final de una clase de Algebra, ve en la pizarra parcialmente borrada

p(z) =220 =202 + ... 41

«

y oye decir al profesor: “...cuyas raices son reales y positivas.” ;Cémo reconstruyé el alumno el polinomio completo

y calculé sus raices?

8 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
(a)

61 + 4x2 + 1623 =0
2x1 +4x5 + 813 =0
—2(E1 — 2.’E2 — 6%3 =0

T+ 2x9+ 23 — 314 =1
201+ 30 —x3+ 2204 = 3
201 + 29 — 63 + 14 = —1

T1+x3=23

201 +x2 —x3+ x4 =5
200 —x3+ x4 = —1
—x9 — 23 = —1

(d)
—4(E1 + 2.’E2 - 6£C3 =1
9 Encuentre todos los valores de a y de b para los que el sistema

201 + x9 + 23 = 2a
4$1 —+ 2502 —+ 21’3 = 3a
621 + 229 + 323 = 2b

es compatible y calcule las soluciones correspondientes.



10 Sea la funcién
(z—1)°

T 3726 — 6125 + 1322 — T4z + 25

f(x)
Calcule f"'(1).

11 Sea
1
F=|2
3
Calcule FTF y FFT,
12 Sea
3 1 4
F=1(0 2 6
0 0 5

(a) Calcule F3 — 10F? + 31F — 30I. (b) Calcule (FT)3 —10(F7)? 4+ 31FT — 30I. (c) Descomponga la matriz F' como
suma de una matriz simétrica y de una matriz antisimétrica.

13 Calcule las potencias F™ (n =1,2,3,...) de las siguientes matrices:

(a) F—B ﬂ; (b) F=

 © F_{COSH —sen@].

senfl  cosf

O O OO
OO O
o o= O
o= O O

14 Indique si existen las inversas de las siguientes matrices y en su caso calctlelas:

Hy; O 0o - 0
1 -1 0 1 -1 0 0 Hyp 0 --- 0
@) F=|1 0 -1{; (by G=1|1 0 -—1{; (¢) H=| . . . .
-6 2 3 2 -1 -1 R
0 0 0 Hyy,

15 Sabiendo que

calcule: (a) (FG)~1; (b) (FT)=1; (c) (2F)~ L.

TEMA 2

16 Calcule el rango r del siguiente conjunto de vectores y extraiga de entre ellos r vectores linealmente indepen-
dientes: {(1,-1,0,0),(0,1,-1,0),(0,0,1,—1),(-1,0,0,1)} c R*.

17 ;Cuéles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R3? (a) V; = {x € R® : #1 + 22 + 23 = 0};
by Vo={xeR3:z1+a+a3=1}(c) Va={xeR3:21=0}; (d) Va={xeR>:21 >0}; (e) V5 = {x € R?:
(1)® + (22)? — (23)* = 0}.

18 Encuentre una base de Vi + V5, donde:

V1 = lin{X1 = (17 1, 1, 1), X9 = (1, 1, —17 —1), X3 = (17 —1, 1, —1), Xy = (3, 17 1, —1)},
Vo = lin{y; =(1,-1,-1,1), yo = (2,-2,0,0), y3 = (3, -1,1,1)}.

19 Sean V = {(1,1,0), (-1,1,1), (0,1,2)} y V = {(2,1,1), (0,0,1), (—=1,1,1)}. (a) Compruebe que V y V son bases
de R?; (b) Calcule directamente las coordenadas del vector e; = (1,0,0) en la base V; (c) Calcule directamente las
coordenadas del vector e; = (1,0,0) en la base V; (d) Calcule la matriz de cambio de base de V a V; y () Compruebe
la relacién entre las coordenadas mediante la matriz de cambio de base.

20 Sean V7 =lin{(1,1,5,2), (0,1,1,1), (2,3,11,5)} y Vo =1in{(1,1,1,1), (2,-2,0,0), (3,—1,1,1)}. Demuestre que
R* =V}, @ V5 y descomponga (2,0,0,3) en suma de un vector de V; y un vector de Va.



TEMA 3

21 Indique si las siguientes transformaciones que llevan de la letra F a la letra F sombreada son lineales, y si es asi
expréselas en forma matricial.

—3—2—1‘123 1 2 3 4 5 6 7

M.
2,
-6 -4 2
2
14+ (e) 14+ (f)
12+ 12+
10+ 10+

S N~ O
S N~ O

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

22 De una aplicacién lineal f : R3 — R3 se sabe que

fler+e) = des,
f(e1 — 82) = 262,
flea+e3) = 2e3—eq.

(a) Calcule la matriz F de la aplicacién f en la base candénica {e1,e2,e3}. (b) Calcule una base del nicleo de f. (¢)
Calcule una base de la imagen de f.

23 De un operador lineal f € L(R?*) se sabe que f(2,1,0,0) = (0,0,1,2), f(1,—1,0,0) = (0,0,3,1), y que ker f =
im f. Calcule la matriz F' del operador f en la base candnica.



24 Sea V = {vy; = (5,3,1), vo = (1,-3,-2), v3 = (1,2,1)} base de R3 y sea f el operador lineal en R3 definido
por f(vy) =(-2,1,0), f(v2) = (—1,3,0), f(vs) = (—2,-3,0). (a) Calcule la matriz de f en la base V; (b) Calcule la
matriz de cambio de la base V a la base estdndar; y (c) Calcule la matriz de f en la base estandar.

25 ;Puede tener el desarrollo de un determinante de orden 7 alguno de los términos siguientes? En caso afirmativo,
indique con qué signo: (a) as5a71a23a67a34012056; (D) A23a52a77034061012045; Y (C) A71G17026062053035044.

26 Calcule:
a1l Q2 - Aip—1 G1n 0 0 - 0 ain
0 a2z *+  A2p_1 a2y, 0 0 crr Aop—1 a2y,
(a) ) (b)
0 0 e Gp—1n—1 GOn—1n 0 Gp—12 Gp—1n—1 GOn—1n
0 O A O a/nn anl an2 e a’l’l/nfl a/TL’I’L

27 Calcule los siguientes determinantes (se recomienda reducirlos a una matriz triangular superior, mediante ope-
raciones elementales):

3 6 -3 9 10 3 5
2 4 -2
2 1 0 4 2 1 2 7
01 3 2 3 2 1 2
28 Calcule el siguiente determinante:
1—A 1 1 1
1 1-X -1 -1
P = 1 -1 1-=X -1
1 -1 -1 1=

29 ; Por qué sabemos que son nulos (sin calcularlos) cada uno de estos cuatro determinantes?

1 2 3 45

1 2 3 r y 2x+3y sin?a 1 cos?a 2 3 45 6

(a) | -1 -2 =3 |; (b) |4 3 17 |; (c) | sin?» 1 cos?b |; (d) |3 4 5 6 7
3 1 —4 z t 2243t sinc 1 cos’c 4 5 6 7 8

5 6 7 8 9

30 ;Cuanto vale la derivada de un determinante cuyos elementos son funciones derivables de una variable?

31 Interprete geométricamente los menores de orden 2 de un determinante real de orden 3.

TEMA 4

32 Diagonalice, si es posible, las siguientes matrices:

11 -1 0 0

120 11 -1 737‘;’871 11 1 0 0

(a) 3 -1 6 |; (b) 11 115 (o 1 21 1l (d) -1'1 1 0 0
1 1 3 -1 1 1 40 3 0 0 0 0 -2

0 0 0 -2 0

33 Sea la matriz
1 1 0
F=(0 11
1 0 1

,Es diagonalizable considerada como F € R3*3? ;Es diagonalizable considerada como F € C3%3?



34 Sean V un espacio vectorial de dimensién 3 y V = {vy, va, v3} una base de V. De un operador lineal f en V
se sabe que: (i) transforma al vector 6vq 4+ 2vs + 5v3 en si mismo; (ii) el subespacio U = {x1vy + xava + x3vs € V :
2x1 + 1129 — Tx3 = 0} es propio de f; y (iii) la traza de la matriz F' de f en la base V es igual a 5. Calcule los valores
propios de f y la matriz F. jEstaria el problema determinado si, bajo las mismas condiciones, solamente supiésemos
del subespacio U que es invariante?

TEMA 5

35 Encuentre una base ortonormal de cada uno de los siguientes subespacios de R*:
(a) lin{(1,1,-1,-2), (-2,1,5,11), (0,3,3,7), (3,-3,-3,-9)}; y
(b) V+, donde V =1in{(1,3,0,2), (3,7,—1,2), (2,4,—1,0)}.

36 Descomponga el vector v = (14,—3,—6,—7) € R* en componentes paralela y perpendicular al subespacio
V =lin{(1,1,-1,-1), (1,4,7,2), (-=3,0,7,6)}.

37 ;Qué vector del subespacio V = {x € R* : 221+ 2o+x3+3xs = 0,321 +2204+223+24 = 0, 214+202+205—924 = 0}
es la mejor aproximacion a (7, —4,—1,2)7

38 Considere el vector x = (5,1,5,1) y los subespacios
V1 = hn{(lv ]-7 ]-7 1)7 (1707 ]-a 0)}3
Vo =1in{(2,3,0,0), (3,2,0,0)}.

{Qué angulo forma la proyeccién ortogonal x; del vector x sobre el subespacio V; con la proyeccion ortogonal xo del
mismo vector x sobre el subespacio V57

TEMA 6
39 Indique si la matriz
1 0 1+
F= 0 i 0
—-1—-47 0 1

es normal, y en caso afirmativo calcule los proyectores ortogonales sobre cada uno de sus subespacios propios.

40 Sea
1 ¢ 1
F=| - 0 0
1 0 0

Encuentre una matriz unitaria U tal que UT FU sea diagonal.

41 Demuestre que la matriz

1 8 1 —4
1 8 4

corresponde a una rotacién en R3 y calcule el eje de rotacién y el dngulo de giro.

42 Calcule la matriz R € R3*3 que produce una rotacién de dngulo 6 = 27/3 en torno al eje n = (1/\/5, 1/v/2,0)
y encuentre el transformado del punto (—1,1, \/6) bajo esta rotaciéon. Ilustre su resultado con un dibujo.

43 Encuentre una matriz real de la que se sabe que (1,0, —1) es vector propio con valor propio 8 y (0,1,0) y (1,1,1)
son vectores propios con valor propio 6.

44 Sea
1 1 1 1
1 1 -1 -1
F= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Encuentre una matriz ortogonal P tal que P!FP sea diagonal. (Ayuda: det(F — AI) = A* — 4\3 + 16\ — 16.)



TEMA 7

45 Encuentre una base de R? en la que la forma cuadritica
Q(x) = (x1)* + (22)? + (23)% + 4x120 — 421203 + 42073

se reduzca a suma canoénica de cuadrados. Escriba también la transformacién de coordenadas & = P~z correspon-
diente.

46 Reduzca a suma de cuadrados la forma cuadritica en R?
Q(x) = (x1)* — da129 + 6(x2)* + 22023 — (23)°.
;Existe algtin producto escalar en R3 tal que @ sea su forma cuadritica asociada?

47 Calcule las siguientes integrales:

(a)
// e*(5$2*41y+5y2)dx dy, y // 67(5x274zy+5y272z+3)d:€ dy.
R? R?
//  dzdy

// dx dy
r2 (1+ 522 — 4wy + 5y?)?’

48 Estudie y dibuje las siguientes curvas: (a) 322 —2zy+3y?+2z—4y+1 = 0; (b) 522 +262y+5y>+68x+4y—100 = 0;
y (c) 22 + 22y +y* — Tz — 5y + 10 = 0.

(b)

()




